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Abstract

Flow of non-Newtonian fluids is examined along flat plate. The boundary layer flow is modeled by a
system of partial differential equations, which are derived from the Navier-Stokes equations. The flat
plate is placed in a non-Newtonian medium. The assumed boundary layer flow is caused by free
convection. Applying similarity transformations the system of partial differential equations is reduced
to a system of ordinary differential equations, its solutions provide the velocity and the temperature
distribution in the boundary layer. Numerical approximate solutions are determined to illustrate the
changes of velocity in the boundary layer.
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Osszefoglalas

Nem-newtoni folyadékok aramlasat vizsgaljuk siklap mentén. A hatarréteg aramlast parcialis differen-
cidlegyenletekkel modellezziik, melyek a Navier-Stokes egyenletekbdl szarmaztatjuk. Siklapot helye-
ziink nem-newtoni folyadékba, amely koriil a szabad konvekci6 altal indukalt d&ramlast feltételeziink.
Hasonlésagi transzformacio alkalmazasaval az eredeti parcialis differencidlegyenlet rendszert vissza-
vezetjiik kozonséges differencialegyenlet rendszerre. Meghatarozzuk a modell numerikus megoldasait,
melyek szemléltetik a hatarrétegben kialakuld sebességeloszlasokat.

Kulcsszavak: nem-newtoni folyadék, hasonlosagi transzformacio, hatdrréteg.

aktivan kutatott teriilet a hatarréteg aramlas.

1. Bevezetés

A folyadékmechanika egyik részteriilete
a hatarréteg aramlas, melyet az 1900-as
évek elején alapozott meg Prandtl, a
Navier-Stokes egyenletekre bevezetett egy-
szeruisitéssel. Az igy bevezetett egyenlet-
rendszer hasonlosagi megoldasait Blasius
publikalta 1908-ban [3]. A modell gyakor-
lati alkalmazhatosdga miatt napjainkban is

A kezdetben felirt modellhez kiilonbozo
peremfeltételek alkalmaznak, melyekkel
leirjak a siklap mozgasat, ateresztd képes-
ségét, hdatadasi tulajdonsagat. A hatarréteg
aramlas elméletét alkalmazzak példaul gaz-
turbinak muikodtetésének tervezésénél, po-
limer lemeztablak és lemezhartydk gyarta-
sanal, papirgyartas és tivegfiijas soran, mi-
anyagok extrudalasanal, a geofizikaban,
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geotermikus energia hasznositasanal [1]-
[6].

Célunk egy mozg6, ateresztdé siklap
mentél folirt hatarréteg aramlasi modell
bemutatasa ¢és hasonlosagi megoldasaik
eléallitasa.

2. Meghatarozé egyenletek

Allandésult 2D, laminaris aramlast fel-
tételeziink  Osszenyomhatatlan  hatvany-
torvény szerinti folyadék esetén. A T,, ho-
mérséklett folyadék pozitiv féltengely men-
tén aramlik allandé U, sebességgel. A
modell a Navier-Stokes egyenletekbdl
szarmaztatott folytonossagi ¢és mozgas-
egyenlettel irja le a feltételezett aramlast
(3], [6].

A folytonossagi egyenlet, amely az

anyag Osszenyomhatatlansagat fejezi ki:
ou_ ov_, (1)
ox Oy

A mozgasegyenlet, amely az aramlo kozeg
mozgasat irja le:
au Qu _ 101,
—tV—=—

2
6x 6y Yol 6y @

ahol u és v az x illetve y iranyu sebes-
ségkomponensek. Az araml6 folyadék nem-
newtoni tulajdonségét fejezi ki a

, =K |6uh / 6y|

feszultseg és nyirasi sebesség kozotti hat-
vanytorvény szerinti kapcsolat. Itt K a
konzisztencia index, «, a hddiffuzio és

6u il ay) amely nyirasi

7 =K/ p jeldli a kinematikai viszkozitést.

Az egyenletekhez jaruld peremfeltéte-
lek:

- a siklap feliiletén (y =0):

u(x,0)=U, v(x,0)=v,(x), 3)
ahol U a mozgd siklap sebessége és
v,,(x) asiklap ateresztési képessége,

- a hatarréteg folott (y —o):
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u(x,oo):Uoo. 4)
B _ Y
evezetjiik az n=a—,
°

w=bx"“f(n), dimenziomentes valtozo-
kat, melyben az a, b, @, f konstansok, a
w pedig az aramfliggvény.

Az aramfiiggvényt kovetkezé alakban
definialjuk:

> 5

0 0
4 __9¥ (5)
oy ox

amely automatikusan teljesiti a folytonos-
sagi egyenletet.
Az aramfiiggvényt behelyettesitve a (2)

mozgasegyenletbe
n—1
vl v | ()
ay| oy

ox ny oy

oy &’y oy o'y a[

és a (3) - (4) feltételekbe

Wv0)=U, Wix0)=v,(x), ()
oy X

W (x00)=U,. )
y
Alkalmazva az 1 hasonlosagi valtozot

a_‘/’:_bx‘“"[aerﬂnf'], 9)
Ox

L (10)
oy
ahol az [’ a fuggvény 7 szerinti derivalt-

jat jeloli. A (9) és (10) kifejezéseket beirva
a (6) egyenletbe adodik a

Qf"|””f")’ —aff"+(a+p)f"

A (11) egyenletnek létezik hasonldsagi
megolddsa, ha (2 —n)a+ (Zn - ]),3 =1 ¢s
2n—]bn—2

=0. (11)

=1 egyenldségek teljesiilnek.
adodik, hogy

ya
A (4) peremfeltételbdl




Hasonlosagi transzformacio alkalmazdasa nem-newtoni kdzeg aramldasaban

ab=U, ¢é a+f=0. Tovabba teljesiil-
nek a (7) peremfeltételek, ha a, b, , f az
alabbi alakban adottak:

1 2-n 1 2n-1

a:}/*ﬁ (Uw)m/ b:}/;m (Uoo)ml

5

,
€S
0 2n-1 !

wixy)=y" U)" =" f(n),

xn+1

A (11) mozgasegyenletbe beirva a pa-
raméterértékeket és elvégezve a megfeleld
egyszerisitéseket:

A= l 1 "_
(s} erpr=0.
r'0)=4, 1 0=, (13)
S'eo)= lim [n)=1. (14)

ahol A=U /U, a siklap sebességének

¢és a folotte aramlo folyadék sebességé-
nek az aranya, mig
oy ==(n+ Dy (x)lx"/ au2)
siklapon ataramlé anyagmennyiséget, amit
konstans értéknek vesziink f6l szamitasaink
soran.

Megjegyezziik, hogy a siklap A <0
esetén a folyadékkal azonos iranyba
mozog, A>0 esetén a folyadék aramla-
si irdnya és a siklap mozgasanak iranya
ellentétes, mig A=0 értékre a siklap
rogzitett. Tovabba f,, >0 esetén a felii-

jeloli a

let szivo hatast, f,, <0 esetén injektalo
a feliilet és f,, =0 értékre a feliilet nem
atereszto.

Az u és v sebességkomponensek a ha-
sonlosagi valtozokkal az aldbbiak szerint
fejezhetdek ki:

u(x,y)=U, f'(n),

=l
n+l

U,Re, ,
v(x,y)=————mf'(m) - f(n),
n+l
s 2-n _n
ahol 77=Re):+ll és Rex=U°°—x a
X V4

helyi Reynolds-szam.

n=10.5,1,1.5

T T T T 1
o 2 4 é 3 10
n

1. abra. Sebességprofil n valtozdsa esetén

(fu=0:2==04)
0.4 A=-0.4,0,0.25

0z

-0,2

2. abra. Sebességprofil A vdltozdsa esetén

(fw=2:n=1)
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fw=-1,0,2

0,4

3. abra. Sebességprofil f,, vdltozdsa esetén

(n=1,1=-04)

3. Numerikus megoldasok

A (12),(13) és (14) egyenletekkel folirt
peremérték feladat numerikus kozelitd
megoldasait MAPLE 12 programmal alli-
tottuk eld, alkalmazva a beépitett peremér-
ték megoldd metddust. A megoldasokat az
1.-3. abrakon szemléltjiik, ahol megfigyel-
het6 a feladatban szereplé paraméterek ha-
tasa.

4, Kovetkeztetések

Megadtuk egy mozgo, ateresztd vizszin-
tes siklap folott kialakuldé hidrodinamikus
hatarrétegben a sebesség eloszlasat. A vizs-
galt modell parcialis differencialegyenlettel
folirt peremérték feladat, melyet hasonlosa-
gi transzformacio alkalmazaséaval visszave-
zettiink kozonséges differencialegyenlet
peremérték feladatara. A feladat hasonlosa-
gi megoldasait meghatarozva azt tapasztal-
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tuk, hogy a hidrodinamikus hatarréteg vas-
tagsaga jelentdsen csokken n és f,, para-

méterek novelésével. A 4 paraméter ndve-
lése a hatarréteg vastagsagat kis mértékben
noveli, mig a kezdeti sebességet jelentésen
csokkenti.

Szakirodalmi hivatkozasok

[1] Aziz, A.: A similarity solution for laminar
thermal boundary layer over a flat plate with
a convective surface boundary condition,
Comm. Nonlinear Sci. Numer. Simulat. 14
(2009), pp. 1064-1068.

[2] Bataller, R. C.: Radiation effects for the
Blasius and Sakiadis flows with a convective
surface boundary condition, Appl. Math.
Comput. 206 (2008), pp. 832-840.

[2] Blasius, H.: Grenzschichten in Flussigkeiten
mit kleiner reibung, Z. Math. Phys., 56
(1908), pp. 1-37.

[3]Ishak, A.: Similarity solution for flow and
heat transfer over a permeable surface with
convective boundary condition, Appl. Math.
Comput. 217 (2010), pp. 837-842

[4] Magyari, E.: The moving plate thermometer,
Int. J. Therm. Sci., 47 (2008), pp. 1436—1441.

[5] Magyari, E.: Comment on “A similarity
solution for laminar thermal boundary layer
over a flat plate with a convective surface
boundary condition” by A. Aziz, Comm.
Nonlinear Sci. Numer. Simul. 2009; 14:1064-
8, Comm. Nonlinear Sci. Numer. Simulat. 16
(2011), pp. 599-601.

[6] Zheng, L., Zhang, X., He, J.: Suitable heat
transfer model for self-similar laminar
boundary layer in power law fluids, J.
Thermal Science 13 (2004), pp. 150-154.






